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Considerant la notion classique minimal planaire Scbromatique, les auteurs 
ttudient les triangulations du plan dont tous lea sommets sont de degre >5 et 
dont les sommets de de& 5 sont s&par&s (aucune a&e ne relie deux sommets de 
degre 5); ils prouvent qu’un graphe minimal comporte necessairement une a&e 
5-5. L’article presente 1”) une demonstration fondee sur un ensemble minimum 
de 14 configurations reductibles, 2”) une demonstration fond&z sur un algorithme 
applicable au cas general. 
Cet article presente une propritte des graphes minimaux dam le problhme 
des quatre couleurs: 
TH~~OR&ME. Un graphe minimal comporte ntkessairement une are^te joig- 
nant deux sommets de degre’ 5. 
DI~ELOPPEMENT HISTORIQUE DE LA QUMTION 
En 1879, Kempe [8] tenta de prouver la conjecture des quatre couleurs en 
demontrant que toute carte normale contenait une face avec cinq voisines au 
plus et qu’une face ayant deux, trois quatre ou cinq voisines Ctait “rtductible” 
en ce sens qu’elle ne pouvait se trouver dans une carte minimale planaire 
5-chromatique. Mais sa preuve de la reductibilite du pentagone n’est pas 
valable. 
En 1913, Birkhoff [3] generalisa les methodes de Kempe pour prouver la 
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reductibilite et dtcrivit des algorithmes applicables a des configurations 
comportant plus dune face et pouvant conduire a des preuves de reductibilite 
pour de telles configurations. A sa suite, de nombreux investigateurs ont 
applique ces algorithmes pour demontrer la rtductibilitt de nombreuses 
configurations. Celles-ci ont Ctt utilistes pour prouver plusieurs resultats 
partiels concernant la conjecture des quatre couleurs; nous d&irons men- 
tionner les suivants (a partir d’ici, nous utilisons la terminologie relative aux 
triangulations du plan et au coloriage des sommets): 
Un graphe minimal 5-chromatique comporte 
(a) au moins un sommet de degre 6 ou 7 (Choinacki [4], Heesch [6]), 
(b) non uniquement des sommets de degrt 5 et 7 (Heesch [7]) 
(c) au moins un sommet de degre 6 ou un triangle 5-5-5 (Stanik [lo]), 
(d) au moins 96 sommets (Mayer [9]). 
(Chacun de ces resultats a CtC precede dune strie de rtsultats plus faibles 
que nous ne mentionnons pas individuellement.) 
Heesch [6] conjecture qu’une preuve de la conjecture des quatre couleurs 
pouvait &tre obtenue par des methodes semblables a celles utilisees pour 
l’obtention des resultats (a), (b) et (c) ci-dessus, mais qu’un ensemble plus 
nombreux de configurations reductibles serait necessaire. Par la suite, Haken 
[5] observa que la methode utilisee par Heesch dans [6] pour Ctablir le 
resultat (a), methode que nous dtsignerons sous le nom de “principe de 
dechargement” (principle of discharging), pouvait etre considerablement 
ameliorte. Ceci conduisit a se demander si un pro&de de dechargement 
ameliore de la mgme maniere pouvait Ctre trouvt en vue de traiter le cas 
general (celui de triangulations planaires sans restrictions concernant le 
degre ou le nombre des sommets, etc.). Par la suite Appel et Haken entre- 
prirent une recherche systtmatique sur cette question: les premiers resultats 
furent present& dans [2]. En vue de demontrer la valeur fonctionnelle de 
cette methode, Appel et Haken [I] l’appliquerent (avec des changements 
mineurs) au cas special de triangulations sans sommets de degre 5 adjacents. 
Ceci aboutit a un ensemble de 47 configurations “apparemment rdductibles”, 
tel que toute triangulation sans sommets de degre 5 adjacents comporte au 
moins un membre de cet ensemble. Ici une configuration est dite “apparem- 
ment reductible” si (1) la longueur n de son circuit n’exctde pas le nombre m 
des sommets qui en font partie de plus de 4, et (2) elle ne contient pas un 
“obstacle a la reduction” (a savoir un “sommet a 4 branches” un “sommet 
d’articulation a 3 branches”, ou une “paire 5-5 suspendue”) Tandis que la 
condition (1) est fondee sur des considerations g&r&ales de probabilite, les 
obstacles a la reduction de la condition (2) ont CtC observes par Heesch et 
indiquts dans une communication privee; par la suite Stromquist [11], 
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utilisant les methodes de Tutte et Whitney [ 121 les a retrouvts theoriquement 
(comme les cas particuliers les plus importants d’obstacles plus generaux). 
Mayer avait developpe la mtthode personnelle de dechargement pour en 
dtriver le resultat (d) ci-dessus. Lorsqu’il apprit le resultat de Appel et Haken 
concernant l’ensemble de 47 configurations, il trouva une methode de dechar- 
gement particulierement adaptee au cas special des sommets de degre 5 non- 
adjacents, permettant de traiter ce cas g l’aide dun ensemble de 14 configura- 
tions reductibles de taille (longueur du circuit peripherique) n < 14 (tandis 
que l’ensemble d’Appe1 et Haken contenait des configurations allant jusqu’a 
n = 16). Ce traitement (probablement le plus court possible) du cas special 
est presente dans la section 1 de cet article. Les reductions necessaires sont 
indiquees, avec la mention de leurs auteurs, dans la Fig. 1. 
Entre temps Appel et Haken avaient continue d’ameliorer leur methode 
de dechargement applicable au cas general. Lorsqu’ils eurent connaissance 
du resultat mentionne au paragraphe precedent, ils appliquerent au cas 
special leur mtthode la plus recente et arriverent a un ensemble de 29 con- 
figurations de taille n < 13. Ce traitement du cas special est presentt dans la 
Section 2. 
Note. Dans la Section 1, une adaptation de la methode permet, au prix 
d’une discussion un peu miniteuse, d’utiliser 20 reductions de taille non 
suptrieure a 12. 
Notations utilisk. Nous appellerons ZQ un sommet de degre i (incident 
a i a&es), et pi le nombre de ui du graphe considtre design6 par G. Un u1 sera 
parfois designe, de man&e abregee, par i: ainsi A = 6 signifiera: Nous 
considhons le cas oit A est de degrh 6. 
Dans les figures, nous dbignerons, selon les symboles introduits par 
Heesch [6] un v5 par un petit cercle plein, un vg par le point de contours de ses 
a&es, un v, par un petit cercle Cvidt. Un sommet de degre non precise sera 
marqut dun point a proximitt duquel les a&es incidentes seront interrom- 
pues. 
Nous considkons un graphe G planaire possedant les deux proprietts 
suivantes: 
(A) G est triangult; 
(B) G a tous ses sommets de degre 25; 
LE PRINCIPE DE D~HARGEMENT (DISCHARGING PRINCIPLE) 
Le principe de dtchargement utilise dans les deux demonstrations presen- 
tees ici est fond6 sur 1’CgalitC suivante, applicable aux triangulations planaires 
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dont tous les sommets ont un degre au moins Cgal a 5 (nous avons vu plus 
haut que les sommets de degre <4 ont CtC reduits par Kempe): 
x(6 - i)pi = 12 (i > 5). (1) 
On dtfinit la charge initiate d’un sommet comme &ant egale a k (6 - i), k 
Ctant un facteur choisi pour la commoditt de la demonstration. Dans la 
Section 1, k = 10; dans la Section 2, k = 60. 
La charge d’un sommet est positive si i = 5, nulle si i = 6, negative si 
i > 7 (sommets mujews). On definit une mtthode de dechargement (dis- 
charging procedure) selon laquelle on fait passer les charges positives sur les 
sommets charges ntgativement. l Le but de cette redistribution des charges 
est d’obtenir l’alternative suivante: 
(i) Aucune des charges modifiees n’est positive, ce qui contredit l’egalite 
(1). 
(ii) La triangulation contient une sous-configuration reductible qui n’est 
pas minimale. 
La non-existence des graphes minimaux entraine comme consequence 
logique la non-existence des graphes planaires 5-chromatiques. 
La remarque finale de la Section 2 fait voir que le principe de decharge- 
ment est applicable au cas general et fait esperer, par cette methode, une 
demonstration de la conjecture des quatre couleurs. 
1. PREUVE DU THI~ORBME A L’AIDE D’UN ENSEMBLE 
DE 14 CONFIGURATIONS RfiDUCTIBLES 
Pour le theoreme le graphe G possbde aussi la propriete suivante: 
(C) G ne comporte pas deux a5 voisins (c’est-a-dire: relies par une a&e). 
Nous montrerons qu’un graphe possedant en outre la propriete C ne peut 
verifier (1) sans cornporter comme sous-graphe une des configurations 
reductibles representees sur la Fig. 1: en consequence G est reductible et n’est 
pas minimal, ce qui prouve le thtoreme annonce dans l’introduction. 
Remarque sur la Fig. 1. Dans la representation des configurations rtduc- 
tibles, seuls sont figures les sommets de degre determine. En se fondant sur 
le fait que G est triangult, on peut completer chaque configuration de manitre 
a I’entourer d’un cycle de sommets (de degre quelconque, distincts ou non) 
formant un cycle qu’on nomme le cycle s&paruteur de la configuration. 
1 Dans la Section 1, les ug , bienque n’ayant pas une charge initiale negative, reGoivent 
de manikre transitoire une partie de la charge de leurs voisins L%~. 
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FIGURE 1 
(La Fig. 2 nous donne un exemple concernant la configuration 1.) 
FIGURE 2 
La ltgende de chaque configuration comporte son numero d’ordre, 
permettant de la titer dans le tours de la demonstration (ce numero sera 
toujours donne en italique) ; le nom de l’auteur ; une fraction dont le numera- 
teur est le nombre des sommets de degre determine et le denominateur le 
nombre de sommets du cycle separateur (ring order) ; enfin la lettre D, ou C 
suivie dun nombre, selon que la configuration est D-reductible. Une con- 
figuration est D-rtductible si tous les coloriages possibles du cycle separateur 
sont directement extensibles A la partie interieure de la configuration 
(coloriuges directs), ou reductibles a des coloriages directs par l’argument 
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des chaines de Kempe, au besoin rep&t. Une configuration est C-rtductible 
si elle comporte des coloriages irreductibles du cycle separateur (en nombre 
indiquk), qui doivent &tre Climints par un rkducteur approprie. Ces indica- 
tions, qui interessent la theorie des reductions, sont don&es ici a titre 
purement documentaire. 
Principe de la dkmonstration 
Nous utilisons le discharging principle expose dans l’introduction. 
Multiplions, pour la commodite des calculs, les deux membres de (1) par 
10. Nous affectons chaque vi dune charge initiale Cgale a lO(6 - i). La somme 
totale des charges initiales est + 120. La charge initiale dun v5 est + 10, celle 
d’un u,, est nulle, celle dun sommet majeur (i 3 7) est negative. 
Nous allons definir deux operations de transfer? qui modifieront la reparti- 
tion des charges saris en changer la somme. Nous appellerons charge mod@e 
la somme algebrique de la charge initiale d’un sommet, des charges positives 
transferees sur lui, et des charges, comptees negativement, qu’il transfere sur 
ses voisins. Si nous pouvons montrer que la charge modifiee de tout sommet 
est GO, a moins que G ne comporte une des configurations de la Fig. 1, nous 
aurons l’alternative suivante: 
(i) G ne peut verifier (l), ce qui contredit la planarite; 
(ii) G comporte une configuration reductible, ce qui contredit la 
minimalite. Par la sera prouve le theoreme annonct. 
Dkmonstration 
Les deux rtgles de transfert sont les suivantes: 
RI: On transfere de tout v5 sur chacun de ses voisins une charge 
Cgale a + 2. 
RII. On transfere de tout o6 ayant au moins un voisin v5 , sur chacun de 
ses voisins majeurs, une charge Cgale a + 1 ou a + 2: elle est &ale A + 1 
dans le cas de voisins majeurs contigus, ou &pares seulement par des us 
dans l’entourage du sommet vg origine du transfert; elle est &gale A + 2 dans 
le cas contraire. 
LEMME 1. La rkgle RI d&charge compI&ement les vg . 
Preuve. D’apres la propriete C, aucun v5 ne recoit de charge positive; sa 
charge initiale est integralement repartie entre ses cinq voisins. 
Note. Dans la suite de la demonstration, la propriett C sera sous-enten- 
due. 
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LEMME 2. La rgle RI1 dkcharge compktement les vg . 
Preuve. La charge initiale d’un us est nulle. 11 reCoit de chacun de ses 
voisins vr, une charge Cgale a +2 dont la rbgle RI1 a pour objet de le d&charger. 
Definissons, sur le cycle C, constituant l’entourage du vg consider& un sens 
de parcours choisi a volonte. Si nous faisons abstraction des as presents dans 
le cycle, nous remarquerons qu’un vg ne peut avoir pour successeur un L’~ 
(d’apres les reductions 1, 2, 3,) mais un ou plusieurs sommets majeurs. Dans 
le cas d’un seul voisin vg , il y a aussi au moins unvoisin majeur, d’apres 7. En 
consequence, la charge +2 due a un v5 est compensee par le transfert d’une 
charge Cgale sur son successeur majeur (ou de charges Cgales a + 1 sur ses 
successeurs majeurs contigus ou separes par des a,). 
LEMME 3. Tout sommet de degrC 38 a une charge modifike nkgative. (in 
v, ayant au plus cinq voisins mineurs a une charge modifiee GO. 
Preuve. La charge initiale d’un ai est 60 - 1Oi. La somme des charges 
transferees sur lui est au plus le double du nombre de ses voisins mineurs, 
done <2i. La charge modifiee est done au plus 60 - 8i, quantite negative si 
i 3 8. 
La charge initiale d’un v, est - 10. I1 peut done avoir cinq voisins mineurs 
sans que sa charge modifike devienne positive. 
v7 ayant six ou sept voisins mineurs. On peut Ccarter les cas ou v, considere 
a un voisin majeur contigu a deux voisins v6. la contribution de ces derniers a 
la charge modifite est au plus Cgale a + 1 et la charge modifiee est GO. Les 
cas restants seront rtduits au moyen de trois nouveaux lemmes. 
LEMME 4. Si un v7 a dans son entourage la se’quence 5665, les deux v6 
transf&ent seulement + 1 chacun sur le v, . 
Preuve 
B c D .-.-. 
.E 
FIGURE 3 
C ne peut &tre un ~~(5); si C est un sommet majeur, la preuve est acquise, 
H et I ne transferant l’un et l’autre que +l sur U (et + 1 sur C). Posons 
done C = 6: si B ou D est un vg, on a 9; si ABC = 666 (CDE = 666), on 
a 11. Done A ou B est majeur (ainsi que D ou E), et I’application de RI1 
ne transfere que +I de H (ainsi que de 1) sur U. 
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LEMME 5. Si un v, a dans son entourage la skquence 5666, les deuxpremiers 
vg ne peuvent trdnsfkrer l’un et I’autre $2 sur le v7 . 
Preuve 
B c D .-.-. 
.E 
FIGURE 4 
Z a un voisin vg , sinon il transfererait 0 sur U. Ce vg ne peut &tre E, B cause 
de 6. 
Si D est un vg : le lemme est prouve si C est majeur; posons done C = 6: 
si B = 5, on a 2; si A ou B est majeur, le lemme est prouve, H ne transferant 
que +l sur U. Si ABCD = 6665, on a 2. Done D ne peut etre un vg . 
Posons done C = 5: si D ou E est majeur, le lemme est prouve. Et si 
CDE = 566, on a 12. 
LEMME 6. Si un v, a dans son entourage la se’quence 56665, la quantite’ 
transfe’rhe globalement par les trois vg sur le v7 n’exct?de par $4. 
Preuve 
D 
FIGURE 5 
Si Z n’a pas de voisin vg , il transfere 0 sur U et la preuve est acquise. Si C 
ou E est un vg , on a 6. If faut done poser D = 5. Si C ou E est majeur, le 
rtsultat est acquis, Z et H (ou J) transferent chacun +I seulement sur U. 
Posons done CE = 66. 
Si B (ou F) = 5, on a 2. Si A ou B (et symetriquement F ou G) est majeur, 
le rtsultat est a nouveau acquis, H et J ne transferant que +l chacun sur U. 
Enfin, si ABCD = 6665 (ou si DEFG = 5666), on a 8. 
Nous pouvons a present traiter les cas de v, ayant plus de cinq voisins 
mineurs (et ne comportant pas la sequence 6 M 6). 
7 - M565656 ou 7 - 6565656: on a 4. 
7 - 5656666 ou 7 - M566665: on a IO. 
7 - 5665666 la charge modifiee est limitee a 0 par les lemmes 4 et 6. 
7 - 5666666: on a 13. 
7 - 6666666: on a 14. 
138 APPEL, HAKEN, AND MAYER 
Le lemme 4 limite a 0 (au maximum) la charge modifiee dans les types: 
7 - M565665 et 7 - M566566; 
Le lemme 5 limite de meme la charge modifiee dans les types suivants: 
7 - M565666, 7 - M566666 et 7 - M566656; 
dans ce dernier cas, on peut appliquer le lemme 6 au lieu du lemme 5. 
En aucun cas la charge modifite d’un sommet ne peut Ctre positive saris que 
le graphe comporte l’une des 14 reductions de la Fig. 1: ce qui Ctait a de- 
montrer. 
a@ e@ee 
#l 418 Winn AIS 
A. Bernhart #3 7111 
A/S 
#ll B/12 
#16 7/11 #17 B/12 #18 B/12 #19 B/12 
@!13~28,l~,,@l3($!~~ 
r 
#26 6/10 Winn #29 8112 
Winn 
FIG. 6. L’ensemble <in&itable> U. Le rkductibilitk des configurations de taille plus 
grande que 10 &it vkrifi&. par les programmes d’ordinateur de Appel, Haken et J. Koch 
employant des algorithmes bas& sur les oeuvres de Birkhoff [3] appelts C- et D-rkductibilitC 
dam [6, 121. 
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2. UNE DgMONSTRATION FOND&E 
SUR UN ALGORITHME APPLICABLE AU CAS G6NtiRAL 
Ici now affectons chaque vi dune charge initiale q,, Cgale a 60 (6 - i). Nous 
allons dtfinir un algorithme de transfer-t et nous montrerons que la charge 
modifiee de chaque sommet est 60, a moins que G ne comporte une des 28 
configurations de la Fig. 6. Ainsi, par le mCme principe qui est utilise dans la 
Section 1, le theoreme est prouvt. 
(a) Le dkhargement transversal 
Dans [2] est expose le principe de dechargement commenCant par les 
dechargements integraux (integral dischargings). En commeryant de cette 
\/ sommet de degre non precise, __- 
-,u.., sommet du degre au moins 7, 
___.- sommet du degrt au moins 6, 
--m- sommet du degre 5 ou 6, 
(a travers les barrikes 6-6) 
t 
pour 20 (unites 
de charge) 
barriere 5-6-6: 
pour 10 pour 5 pour 5, 10, 
ou 20 
X 
pas de 
dechargement 
a&e 66 (n’appartenant pas a une barritre 5-6-6) 
barriere 6-6-6 
FIG. 7. L.es dkchargements T. Note: Dans les diagrammes dtfinissant lcs dkharge- 
ments T g travers l’arete E de la barrikre 6-6-6, le dkhargement T A travers F est une 
fonction du degr.5 A. Si deg(A) = 5, F appartient A une barri&e 5-6-6, done la valeur est 
20. Si deg(A) > 5, F est une a&e 6-6 n’appartenant pas & une barrike S-6-6 et la valeur 
est 10. 
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man&e, on obtient inevitablement des configurations avec cycles separateurs 
plus longs que necessaire. Plus tard nous avons decouvert que si nous utilisons, 
au premier stade des operations, les dtkhargements transversaux (decharge- 
ments T), permettant a un sommet de degre 5 de transferer sa charge a 
travers une a&e 6-6 voisine et de perdre ainsi une partie de sa charge 
positive, le resultat est un ensemble de configurations de taille plus petite. 
Nous definissons dans la Fig. 7 tous les dtchargements T (les fleches 
expliquent le transfert des charges). II va sans dire que, dans le cas de vg 
stpares, aucune barrike 5-6-6 ne peut se presenter dans le voisinage dun 
vg et seuls les dechargements T de la deuxieme ligne de la Fig. 7 sont possibles. 
Nous designons par qT la distribution obtenue a partir de q,, a l’aide des 
dechargements T. 
Nous considerons d’abord deux cas particuliers. 
Gas pre’liminaire 1. Un vg ayant une barriere 6-6-6 ne transfere pas une 
charge 210 a travers chaque 6-6 a&e de la barriere. Cela donne un des cas 
suivants: 
(Les configurations encercltes sont membres de l’ensemble U. Leurs numeros 
sont ceux de la Fig. 6.) 
Nous ne considererons plus de tels cas. 
Casprkliminaire 2. Un sommet majeur, vis-a-vis dune artte 6-6 E recoit 
plus d’un dechargement T a travers E. Cela nous donne un des cas suivants: 
Nous ne considererons plus de tels cas. 
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Desormais 
veut dire 
ou 
(b) Les circonstances de basse capacite’ relativement d qT 
Si un sommet majeur I’ a v(V) voisins de degre 5 et a une charge qT( V) > 
-3Ov( V) nous l’appelons une circonstance de basse capacitk. 11 est evident que 
ces circonstances de basse capacitt demandent attention quand nous con- 
tinuons de definir la procedure de dtchargement. Si une ar&te E joint un vg a 
un sommet majeur V, nous definissons la capacite’ de cette arCte (relativement 
Pour completer la definition de notre methode de dechargement now 
dtfinissons, pour chaque arCte joignant un v5 a un sommet majeur, une valeur 
de dkhargement d(E) et nous obtenons a partir de qT une nouvelle distribution 
de charge q, par transfert d’une charge = d(E) du v5 sur le sommet majeur. 
Dans les ca.s rkguliers, quand Cap, (E) > 30, nous definissons d(E) = 
Cap, (E). Mais, dans les circonstances de basse capacite (Cap, (E) < 30), 
nous definissons pour chaque cas des valeurs particulieres qui pourront etre 
superieures, Bgales, ou inferieures a Cap, (E), Dans [2] nous avons defini ces 
valeurs particulieres de d(E) par un algorithme de dkhargement fractionnel 
tel que d(E) (Ccrit f(E) dans [2]) Ctait une fonction des capacites de toutes les 
a&es incidentes au m&me vg que E. 
Cependant nous avons am&ore la definition de d(E) de facon a prendre en 
compte davantage d’information sur le voisinage du sommet majeur auquel E 
est incidente. Avant de definir les valeurs particulieres de d(E), il faut recenser 
toutes les circonstances de basse capacite. Ceci est present6 dans la Fig. 8. 
Comme nous ne considerons plus le cas preliminaire 2, des circonstances de 
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basse capacitt peuvent se p&enter seulement si le sommet majeur V est de 
degr6 7. (Dans le cas ghhal, le degr6 de V peut Ctre 11, mais la seule circon- 
stance comportant cette valeur est un ql avec onze u5 voisins, une configura- 
tion rkductible de Birkhoff.) Dans la Fig. 8 sont cataloguks tous les voisinages 
simples (Jirst neighborhoods) d’un v, pouvant comporter des arCtes de basse 
capacitk (incidentes au v, central). Pour les sommets voisins, on prkise si le 
Crit #l Crit #2 Grit #3 
Crit #4 Crit #5 Crit #6 
Crit #9 Crit #lO Crit #11 Crit #12 
Crit #8 
#9 
/ .‘- 
@ 
Crit #13 
#- 
/---. 
/’ 
7=2 , 
‘\ ---., 
\ ’ 
1 I’ 
Lc!&@ \ \ / ’ / 
a ‘.__/.’ 
Crtt #16 
#8 #9 
FIG. 8. Les circonstances de basse capacitt relativement g qr . 
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+ 
C B@ c C r=4 
(au moms trois des dechargements T doivent etre 
d de valeur 10) 
(au moms deux des dechargements T doivent Ctre 
de valeur 10) 
Note: Dans toute occurence de (c), au moins un des dtchargements T doit 
Ctre de valeur 10. 
c ( 
au moins six des dechargements T doivent &tre de 
valeur 10) 
FIG. 8--suite. 
degre est 5, 6 ou majeur. Sont aussi indiquts les dkhargements T effect&s 
sur le U, central. Le nombre de ces dtchargements Test indique par 7. 
Les 17 configurations qui ne comprennent pas d’tlCments de notre en- 
semble U sont appelees critiques et sont encadrees et CnumCrCes dans la 
Fig. 8. Les autres configurations (non critiques) contiennent des sous- 
configurations encerclees qui sont membres de U (dont le numero est indique 
aupres de la ligne qui les encercle), ou bien introduisent des membres de U 
dans tous les cas de dechargement T indiquts. Dans cette situation une 
petite lettre romaine est plade a c&t du cercle: tous les cas de realisation de 
ces dechargements T sont discutts, a la suite de la Fig. 8, dans la partie 
indiquee par la lettre. 
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Discussion des configurations “condenskes” de la Fig, 8. 
(a) i 6-0 
A ,_--. 
I’ I 
!’ 
/’ 
i%iszizl #19 ._--- 
A doit Ctre de degrC 6, parce qu’autrement tous les dkchargements T auraient 
pour valeur 5 (ou #2 se prksenterait). 
A”\ 
,-\ 
1 
\ / 
: 
\ 
, I/ 
\ I 
I 
\ :r 
\ i\ \\ 
\’ 
\ ’ 
\ ‘._-/Y’ 
I #21 
(d) (i) Si un vg se dkharge transversalement de telle manike que le pivot 
(le sommet majeur qui reGoit le transfert de charge) reCoit le transfert de 
charge d’un c&e p&is (disons E), nous avons: 
A 
B 
& 
c 
F t 
G 
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ou A, B, C, sont mineurs (autrement les dechargements T a travers E, F, G ne 
sont pas tous possibles), Ainsi deg A = 5 (parce qu’autrement on peut avoir 
un dechargement T ou le vg qui se decharge a travers E se decharge aussi a 
travers F ou 13). Ainsi nous avons 
(ii) Si un I.+, se d&charge de telle man&e que le pivot recoit le transfert de 
deux c&es prtcis, nous avons un des cas suivants: 
(iii) Si un us se decharge de telle man&e que le pivot recoit le transfert 
de plus de deux &es, il doit le recevoir precidment de trois c&s et nous 
avons le cas: 
Ainsi un des cas suivants se presente necessairement: 
(9 (9 (9 
(i) (ii) 
(i) (iii) 
#25 
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(ii) (ii) (ii) 
(Si A &it majeur, le dechargement T a travers E comme a travers F serait 
necessairement 5.) 
,#24 ',#21 
\ \ 
I 
/ \ : \ i 
\ \ //I 
\ 
\ / / 
\ 
‘.___y /’ 
\ \ / 
‘.--l , 
(C) Les valeurs particuli&es de d(E) 
Dtsormais nous pouvons supposer que toutes les circonstances de basse 
capacite qui se presentent sont critiques. Dans ces circonstances critiques 
(#l,..., #18), nous avons d&pi les valeurs de d(E) pour toutes les a&es E, 
joignant le v, central aux v6 voisins comme indiqut par les nombres ecrits sur 
ces a&es dans la Fig. 8. Ici, la notation “20+” veut dire: 
20 si le dechargement T transfere 10 sur ce v, 
d(E) = 125 si le dechargement T transfer-e 5 sur ce v, 
et “lo+” veut dire: 
I 
10 si les dtchargements T transfhent 10 sur ce v, 
d(E) = 15 si les dechargements T transferent 15 sur ce v, 
20 si les dechargements T transferent 10 sur ce v, . 
La definition des valeurs particulibres de d(E) est telle que toujours q( VJ < 
0 pour le v, central. 
Ces a&es E pour lesquelles d(E) < 30 sont appelees petites d-a&es et 
leurs 18 differents sortes sont enregistrees (dans un ordre facilitant la 
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consultation) et designees comme petites d-circonstunces S,, #I,..., S,, #18 
dans la Fig. 9. 
SlO#l S10#2 S10#3 
c&$7@&@& 
S20#4 S20#5 S20#6 S20#7 S20#8 
S20#12 S20#13 S20#14 S20#15 S20#16 
M 20 
S20#9 
M 
20 
S20#17 
r&Q&J 
S20#10 S20#11 
S25#18 
FIG. 9. Les petites d-circonstances. 
(d) Les 5-arPtes q-positives 
A present les seuls sommets qui peuvent avoir des charges positives sont 
de degre 5 et il faut discuter tous les cas possibles oh q(v,) > 0. Nous indi- 
quons le nombre de voisins majeurs d’un vg par p(v& et nous discuterons les 
cas ~1 = O,..., 5. Si, dans tous les cas oti q(v5) > 0, un membre de U au moms 
se prtsente, la preuve sera complete. 
#26 
Si q(v5) > 0, E doit Ctre une petite d-a&e mais ceci est impossible. 
t.~ = 2. Au moins une des a&es joignant le vg aux voisins majeurs doit 
&tre une petite d-a&e et mCme une des a&es de S,, #4,..., #ll, S,, #I8 
(parce qu’autrement t.~ doit &tre au moins 3). Ainsi, dans un tel cas le vg est 
vis-a-vis d’une barriere 6-6-6 et, par consequent, perd au moins 20 par 
dtchargement T a travers les a&es 6-6 de cette barrier-e. Ainsi la seconde 
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arete joignant le vg a un voisin majeur doit aussi &tre une petite d-a&e et d 
doit Ctre inferieur a 20. Mais Lest impossible parce que S,, #l, S,, #2 
et S,, #3 peuvent se presenter settlement si p > 3. 
~1 = 3. Au moins une des a&es joignant le vg aux voisins majeurs doit 
avoir d < 20, et doit ainsi &tre l’une des a&es S,, #l, S,, #2, S,, #3. 
Aucune des autres a&es joignant le Q aux voisins majeurs ne peut &tre 
S,, #l, S,, #2, S,, #3 ni I’une des a&es S,, #12,..., S,, #17, car il faudrait 
alors que p > 4. Ainsi chacune des deux autres a&es doit faire partie de 
&3 #4,..., S,, #ll, S,, #lg. 
Ainsi aucun dechargement T ne peut avoir lier a partir du vg central. Ainsi 
l’une des sous-configurations suivantes doit necessairement se presenter: 
A 6 C A I3 C A 0 C 
E=SlO#l E=S10#2 E = S10#3 
(Les sommets A, B, C sont necessairement de degre 6: autrement, ou bien 
un dkchargement T passerait a travers H, ou bien 
ou 
se prtsenterait.) 
Chacune des a&es F, G doit &tre une des a&es S,, #4,..., S,, #ll}, 
S,, #18, mais saris que d(F) et d(G) puissent ttre tous deux 25. Ainsi une des 
sous-configurations suivantes doit se presenter: 
(i) Si au moins une des 5-arttes ##6, 7, 11, 18 se presente, nous avons: 
,’ /I’ ‘\ #27 I 
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(ii) Si au moins une des 5-a&es ##4, 5,9, 10 se presente, nous avons 
l’une des configurations: 
(iii) Le cas F = G = S,,, #8 est impossible pour les z+, isolb. Ainsi le cas 
p = 3 est fini. 
p = 4. Au moins trois des a&es joignant le vg a ses voisins majeurs 
doivent avoir d = 10, mais c’est impossible si p n’est pas 5. 
p = 5. Toutes les a&es joignant le ug a ses voisins majeurs doivent avoir 
d = 10. Mais, pour les ug isoles c’est impossible parce que (pour tviter des 
a&es 5-5) les sommets .I, K, L, M, N, dans la figure suivante, devraient &tre 
alternativement (dans l’ordre cyclique) de degre 5 et f5. 
J K 
,I 
N 
@ 
L 
,, 
M 
(e) Une observation concernant le cas g&hal: 
Dans le cas g&r&al (triangulations sans restrictions) les discussions seront 
plus longues mais par ailleurs semblables, si ce n’est que quelques circon- 
stances critiques avec q(v5) > 0 se prbentent. Mais chacune de ces circon- 
stances peut &tre traitee en definissant une grande valeur d(E) exceptionnelle 
pour une a&e ayant Cap, (E) 2 0 (ar&te incidente au vg q-positif, telle que 
d(E) > Cap, (E) et telle que la charge entibre du vg est transferee). 
Ces grandes valeurs exceptionnelles occasionnent quelques circonstances 
secondaires de basse capacitt qui peuvent &tre traitees par iteration de cette 
procedure. 
Note added in proof. La preuve du theorkme des quatre couleurs dtait obtenue six mois 
apres ce r&ultat. (Voir: Every planar map is four colorable, Part I: Discharging, by K. Appel 
and W. Haken, and Part II: Reducibility, by K. Appel, W. Haken, and J. Koch, ZNinois 
J. Math. 21 (1977), 429-567.) 
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